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12. Grinzi cu zabrele

Tn acest modul se vor calcula grinzi cu zibrele, unele dintre cele mai

utilizate sisteme de corpuri static determinate.

Se vor prezenta tipuri de grinzi cu zdbrele plane, se vor introduce

notiunile specifice acestor sisteme de corpuri si se vor ardta doud
Introducere metode pentru determinarea eforturilor din barele grinzilor cu

modul zabrele: metoda izolarii nodurilor si metoda sectiunilor.
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Dupa parcurgerea acestui modul cursantul va sti:
- sa defineasca o grinda cu zabrele;
- sd identifice o grinda cu zabrele static determinata,

- sd determine eforturile in barele unei grinzi cu zabrele plane,

simple utilizand metoda izolarii nodurilor;
Obiective modul 5 : o o <
- sd determine eforturile in barele unei grinzi cu zabrele plane,

simple utilizand metoda sectiunilor.

2 ore

@ Acest interval de timp presupune asimilarea notiunilor prezentate in
\’

acest modul si realizarea testelor de autoevaluare.

Durata medie de

studiu individual

12.1. Introducere

Grinzile cu zabrele sunt sisteme de corpuri de tip bara dreapta, articulate intre ele si care au ca

legaturi exterioare numai reazeme simple si articulate.
Clasificarea grinzilor cu zabrele:
a) Dupa numarul necunoscutelor introduse de legaturile grinzilor cu zabrele:

- grinzi cu zabrele static determinate — numarul necunoscutelor introduse de legaturi
este egal cu numarul ecuatiilor de echilibru scalare independendente posibile de scris;

- grinzi cu zabrele static nedeterminate — numarul necunoscutelor introduse de legaturi
este mai mare decdt numarul ecuatiilor de echilibru scalare independendente posibile

de scris.
b) Dupa configuratie:

- grinzi cu zabrele spatiale;
- grinzi cu zabrele plane — grinzile cu zdbrele la care barele grinzii, articulatiile

intermediare, legaturile exterioare si Incarcarile sunt in acelasi plan.
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c¢) Dupa modul de alcétuire:

- grinzi cu zabrele simple — se obtin prin alaturare de triunghiuri;
- grinzi cu zabrele compuse — se obtin prin suprapunerea grinzilor cu zabrele simple;
- grinzi cu zdbrele complexe — se obtin atat prin suprapunerea unor grinzi cu zabrele

simple cat si prin alaturare de triunghiuri.
In acest modul se vor studia grinzile cu zabrele static determinate, plane si simple.

In continuare se prezinti asemenea grinzi cu zibrele avand forme variate (figura 12.1).

Grinda cu zabrele dreptunghiulara Grinda cu zabrele cu talpi paralele
Grinda cu zabrele triunghiulara Grinda cu zabrele triunghiulara
Grinda cu zabrele poligonala Grinda cu zabrele lenticulara

Fig. 12.1. Forme ale grinzilor cu zabrele plane, simple

12.2. Ipoteze simplificatoare

Ipotezele simplificatoare sunt acceptate pentru a reduce volumul de calcul necesar pentru
calculul grinzilor cu zabrele. Desi rezultatele obtinute sunt aproximative, acestea sunt

satisfacatoare.

Ipotezele simplificatoare pentru grinzile cu zabrele sunt:
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1) Barele grinzii cu zabrele sunt drepte si au sectiunile transversale de dimensiuni neglijabile

n raport cu lungimile lor, astfel incat barele pot fi reprezentate prin axele lor.
Aceasta ipoteza este respectatd din conditii constructive.

2) Axele barele se intersecteazad in puncte denumite noduri, iar nodurile grinzii cu zabrele sunt

considerate articulatii.

3) Incarcarile unei grinzi cu zabrele sunt numai forte concentrate ce actioneaza in noduri. De

asemenea, legaturile exterioare ale unei grinzi cu zabrele se aplica tot in noduri.

Aceasta ipotezd se realizeaza constructiv, prin prevederea unor elemente care sd transmita
incarcarile nodurilor unei grinzi cu zabrele (de exemplu, pentru o grinda cu zabrele de
acoperis prin intermediul elementelor numite pane — figura 12.2). Sunt incarcari (cum este
greutatea proprie a barelor unei grinzi cu zabrele) care se transmit in realitate ca incarcari
distribuite. Daca aceste incarcari nu se neglijeaza, atunci ele pot fi considerate ca forte

concentrate ce actioneaza in nodurile ce marginesc barele respective.

nvelitoare

Fig. 12.2. Grinda cu zabrele de acoperis

Fie o bard a unei grinzi cu zibrele, de lungime [;;, marginitd de nodurile ,,i” si ,,J” (figura
12.3). Conform ipotezelor simplificatoare, toate fortele (active si de legaturd ) vor fi aplicate
in noduri, adica la extremitdtile barei considerate, formand astfel doua sisteme de forte
concurente. Aceste sisteme de forte concurente sunt echivalente cu rezultantele lor, actionand
tot in extremitatile barei. Aceste rezultante se descompun pe directia barei (componentele Nj,

respectiv N;) si pe directie perpendiculara pe axa barei (componentele T;, respectiv T;).
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Fig. 12.3.

Conditiile de echilibru ale barei considerate sunt:

ZMLZOTJ'lU:O:T}:O
ZMJZOTl'lU:O = TLZO

Din aceste conditii rezultd ca intr-o bara a unei grinzi cu zabrele se dezvolta doar forte axiale
(forte ce se dezvoltd pe directia axei barei) care sunt constante pe lungimea elementului. De
aceea, rezultd ca bara consideratd este solicitatd de o singurd fortd axiald, notatd Nj,

necunoscuta ca marime si sens.

Se observa ca o bard a unei grinzi cu zabrele are urmatoarele proprietati: este o bard dreapta,
articulata la capete si neincarcata, deci poate fi considerata pendul (legaturd intermediara
simpld). Astfel, o grinda cu zabrele poate fi privita ca un sistem de puncte materiale (nodurile)

legate intre ele prin legaturi intermediare simple (barele).
12.3. Notatii si denumiri

Barele care alcatuiesc o grinda cu zabrele au diferite denumiri, dupd pozitia lor in cadrul

grinzii, astfel:

- talpd superioara — bara se gaseste intre doud noduri aflate la partea superioard a grinzii
cu zabrele;

- talpd inferioara — bara se gaseste Intre doud noduri aflate la partea inferioard a grinzii
cu zabrele;

- diagonald — bara inclinata ce leagad doud noduri asezate pe talpi opuse;
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- montant — bara verticala ce leagd doud noduri asezate pe talpi opuse.
Distanta dintre legaturile exterioare ale grinzii cu zabrele se numeste deschidere.

Spatiul dintre doua randuri de noduri se numeste panou.

talpa superioara

diagonale montanti

- deschidere

talpa inferioara

Fig. 12.4. Denumirile barelor unei grinzi cu zdbrele

Pentru fortele axiale se accepta urmatoarea conventie de semn: daca bara este intinsd, semnul

fortei axiale este plus (efort axial pozitiv), iar pentru o bara comprimatd semnul fortei axiale

este minus (efort axial negativ).

Fie bara marginita de nodurile ,,i”” si ,,J” (figura 12.5). Se observa ca daca bara este intinsa,

efortul axial iese din nod, iar daca bara este comprimata efortul axial intrd in nod.

@ )/O@ /0@

bara intinsa, bara comprimata,

o/ efort axial pozitiv ~ efort axial negativ

{0

Fig. 12.5. Conventia de semn pentru efortul axial
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1. Definiti grinda cu zabrele plana.

2. Enuntul ,, Axele barele se intersecteazad in puncte denumite
noduri, iar nodurile grinzii cu zadbrele sunt considerate articulatii
perfecte” este o ipoteza simplificatoare pentru grinzile cu zabrele:

Test de a) adevarat;

autoevaluare 1 b) fals.

3. O bara verticala ce leagd doua noduri asezate pe talpi opuse se
numeste:

a) talpa superioara;

b) montant;

c¢) diagonala.

Sugestiile de rezolvare si raspunsurile corecte sunt indicate la

finalul modulului.
12.4. Conditia de determinare statica

In continuare se considera grinda cu zabrele ca fiind un sistem de puncte materiale (nodurile)
legate intre ele prin legaturi intermediare simple (barele) si cu mediul exterior prin trei

legaturi simple (un reazem simplu §i un reazem articulat).

Pentru ca un sistem de corpuri sa fie static determinat trebuie sd indeplineasca doud conditii,
una cantitativd (numarul ecuatiilor de echilibru scalare, independente, posibil de scris sa fie
egal cu numarul necunoscutelor scalare introduse de legaturi) si una calitativa (sistemul de

corpuri sa fie imobilizat).
Conditia cantitativa

Avand in vedere ca 1n plan un punct are doua grade de libertate (deci pentru un punct se pot
scrie doud ecuatii de echilibru scalare independente), atunci pentru o grinda cu zédbrele cu ,,n”
noduri (privitd ca un sistem de ,,n” puncte materiale) se pot scrie 2n ecuatii. Astfel, numarul

ecuatiilor de echilibru va fi:
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Numarul necunoscutelor introduse de legaturi va fi egal cu numarul barelor, notat cu ,,b”
(fiecare bara este o legaturd intermediara simpla si introduce 1n calcul o singurd necunoscuta
scalard) la care se adaugd numarul necunoscutelor din legaturile exterioare. Cum grinda cu
zabrele este legatd de mediul exterior prin trei legaturi simple, numarul necunoscutelor din

legaturile exterioare este 3. Astfel, numarul necunoscutelor este:
N=b+3
Conditia de determinare statica pentru grinzi cu zabrele este:
2:n=b+3
Aspectul calitativ

Grinda cu zabrele simpla este legatd de mediul exterior prin trei legaturi simple. Rezulta ca
pentru a fi static determinata, o grinda cu zabrele trebuie sa se comporte ca un solid rigid (sa

fie invariabila din punct de vedere geometric).
Invariabilitatea unei grinzi cu zabrele se poate realiza in felul urmator (figura 12.6):

Se considera o bard avand la extremitati doua noduri. Se considera al treilea nod, care se leaga
de primele doua prin doud bare, realizdndu-se astfel cea mai simpld forma invariabild
geometric, triunghiul. Orice alt nod poate fi legat de restul structurii prin intermediul a doua
bare (cu conditia ca acele doua bare sa nu fie in prelungire). Rezulta ca daca o grinda cu

zabrele este alcatuitd din alaturare de triunghiuri, atunci rezultd o structura invariabilad

> P&

Fig. 12.6. Realizarea unei grinzi cu zdbrele invariabila geometric

geometric.
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12.5. Metoda izolarii nodurilor

Metoda izolarii nodurilor este o metoda utilizatd in problema dimensiondrii unei grinzi cu
zabrele, problemd in care trebuie determinate eforturile in toate barele acesteia. Pentru
rezolvarea unei grinzi cu zabrele se determind intdi reactiunile din legaturile exterioare prin
scrierea a trei ecuatii de echilibru scalare independente pe ansamblu (considerand grinda cu
zabrele ca un singur corp) dupa care se izoleaza pe rand nodurile astfel incat din echilibrul

fiecarui nod sa rezulte doua ecuatii cu doua necunoscute.

Etapele acestei metode sunt:

1) Se verifica daca grinda cu zabrele este static determinata;

2) Se calculeaza cosinusii directori ai barelor inclinate si se numeroteaza nodurile;

3) Se determina reactiunile din legdturile exterioare prin scrierea a trei ecuatii de echilibru
scalare independente pe ansamblu, ca si cind grinda cu zabrele ar fi un singur corp;

rezultatele se trec pe o schema a rezultatelor;

4) Se identifica un nod cu doua bare de efort necunoscut; acesta se izoleaza si se incarca cu
fortele exterioare (cunoscute) si cu eforturile (necunoscute) corespunzatoare celor doua bare;
initial, sensul acestor eforturi necunoscute se aleg de intindere (eforturile ies de nod) astfel

incat sa se respecte conventia de semn (,,+” pentru intindere, ,,-” pentru compresiune);

5) Se scriu doud ecuatii de echilibru scalare:

i

6) Se rezolva sistemul de ecuatii, iar rezultatele se trec pe schema rezultatelor; eforturile se
reprezintd pe schema rezultatelor in raport cu nodurile grinzii cu zabrele (efortul de intindere

iese din noduri, efortul de compresiune intra in noduri);

7) Se cautd alt nod cu doud bare de efort necunoscut, se izoleaza si se incarca cu fortele
exterioare (cunoscute) si cu eforturile (douda necunoscute, alese initial a fi de intindere, iar

celelalte cunoscute) din barele suprimate;
8) Se reiau etapele 5, 6 si 7 pana cand se epuizeaza toate nodurile;

9) Ultimele doua noduri ale grinzii cu zabrele ofera trei ecuatii de verificare.
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1. Conditia de determinare statica pentru grinzi cu zabrele este:

an=»b+3
b)2-n=b+3
c)2-n=b-3

Testde 2. Enuntul ,,0 grinda cu zabrele alcatuita prin alaturare de triunghiuri

autoevaluare 2 este o structura invariabilda geometric” este:
a) adevarat;

b) fals.
3.In ce problemi se poate utiliza eficient metoda izolarii nodurilor?

Sugestiile de rezolvare si raspunsurile corecte sunt indicate la

finalul modulului.

12.6. Noduri incéarcate particular

In anumite situatii de incarcare se poate determina efortul dintr-o bara a unei grinzi cu zabrele

fara a mai efectua calculul propriu-zis. Aceste situatii sunt:

e nod cu doua bare, neincarcat (figura 12.7.a) — ambele bare sunt de efort nul (efortul
din bare este zero);

e nod cu doua bare, incarcat pe directia uneia dintre ele (figura 12.7.b) — Tn bara
coliniara cu forta efortul este egal in marime cu forta si produce acelasi efect asupra
nodului iar 1n cealaltd bara efortul este zero;

e nod cu trei bare neincarcat, doud bare fiind in prelungire (figura 12.7.c) — 1n barele
aflate in prelungire eforturile au aceeasi marime, cu acelasi efect asupra nodului iar in
cea de-a treia efortul este zero;

e nod cu doud bare, incarcat pe directia barelor (figura 12.7.d) — eforturile din bare sunt
egale in marime cu cele doua forte, cu acelasi efect asupra nodului;

e nod cu trei bare, doud bare in prelungire si incarcat pe directia celei de-a treia (figura
12.7.e) — in barele aflate in prelungire eforturile sunt egale, cu acelasi efect asupra
nodului iar In cea de-a treia bard efortul este egal cu forta activa, cu acelasi efect

asupra nodului;
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e nod cu patru bare neincarcat, doud cate doua bare in prelungire (figura 12.7.f) — doua

cate douad eforturile sunt egale, cu acelasi efect asupra nodului;

<L s

a) b) c

P Ny N N1

N

N=P Ny N>
d) e) f)

Fig. 12.7. Noduri incarcate particular

Barele de efort nul se pot considera inexistente in calculul starii de eforturi a unei grinzi cu

zabrele.
12.7. Metoda sectiunilor

Metoda sectiunilor permite rezolvarea anumitor bare ale unei grinzi cu zabrele, de aceea se
aplica eficient mai ales in problema de verificare a grinzilor cu zabrele. Ca si la metoda
izolarii nodurilor, intdi se determind reactiunile din legaturile exterioare prin scrierea a trei
ecuatii de echilibru independente pe ansamblu, dupa care se de termina eforturile dorite prin

sectiuni complete ale grinzii cu zabrele.

Etapele acestei metode sunt:

1) Se verifica daca grinda cu zabrele este static determinata;

2) Se calculeaza cosinusii directori ai barelor inclinate si se numeroteaza nodurile;

3) Se determina reactiunile din legaturile exterioare prin scrierea a trei ecuatii de echilibru

scalare independente pe ansamblu, ca si cand grinda cu zdbrele ar fi un singur corp;
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4) Se sectioneaza complet grinda cu zabrele (astfel incat sa rezulte doua parti distincte);
sectiunea se va face prin maxim trei bare de efort necunoscut, iar directiile acestor bare nu

trebuie sa fie toate trei paralele sau toate trei concurente in acelasi punct;

5) Se alege una dintre cele doud parti si se incarca cu fortele exterioare (cunoscute) si cu
eforturile (cunoscute si necunoscute) din barele suprimate; eforturile necunoscute se aleg

initial a fi de intindere;

6) Se exprimd echilibrul partii alese prin scrierea a trei ecuatii de echilibru scalare
independente; aceste ecuatii se scriu astfel incat sistemul de ecuatii rezultat sa fie un sistem de

ecuatii decuplat (necunoscutele sa se rezolve independent una in raport cu celelalte);
7) Se rezolva ecuatiile de echilibru;
8) Se verifica rezultatele printr-o ecuatie de echilibru neutilizata.
1. In ce situatii o bard a unei grinzi cu zibrele este de efort nul?

2. Enuntul ,, Barele de efort nul se pot considera inexistente in
calculul starii de eforturi a unei grinzi cu zabrele” este:

a) adevarat;
Test de b) fals.

autoevaluare 3

3. In ce problema se poate utiliza eficient metoda sectiunilor?

Sugestiile de rezolvare si raspunsurile corecte sunt indicate la

finalul modulului.
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Tn acest modul s-a abordat calculul grinzilor cu zibrele, structuri

static determinate foarte utilizate.

Pe langd introducerea notatiilor si denumirilor specifice s-au

prezentat doua metode de rezolvare a eforturilor din barele unei

Rezumat modul

grinzi cu zabrele: metoda izolarii nodurilor si metoda sectiunilor.

g 1. Consultare aspecte teoretice pag. 2;

(‘\‘ I 2.a;
8 3.b
Rezolvare
test de autoevaluare
1

P 1. b;
()
A4 2.a;
J%F” 3. Consultare aspecte teoretice pag. 9.
Rezolvare

test de autoevaluare

2
e 1. Consultare aspecte teoretice pag. 10;
()
)4 2.a;
- E - 3. Consultare aspecte teoretice pag. 11.
Rezolvare

test de autoevaluare
3
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