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1. Notiuni de calcul vectorial

Tn acest seminar se vor recapitula elementele calculului vectorial.
Dupa definirea si clasificarea marimilor vectoriale, vor fi trecute in

revista, sintetic, operatiile cu vectori.

Introducere

seminar

Dupa parcurgerea acestui seminar cursantul va sti:
- sd defineasca o marime vectorial;
- sa adune doi vectori;

- sa efectueze produsul scalar si vectorial a doi vectori;

sa efectueze produsul mixt si dublu a doi vectori.
Obiective seminar
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2 ore

Acest interval de timp presupune asimilarea notiunilor prezentate in

acest modul si realizarea aplicatiilor.
Durata medie de

studiu individual

1.1. Aspecte teoretice
1.1.1. Definitii
Marimea scalara este marimea definita complet prin valoare numerica.

Marimea vectoriald este o marime cu caracter geometric, definitd prin marime, punct de
aplicatie, directie si sens. Din punct de vedere geometric, un vector este un segment de

dreapta orientat (fig. 1.1)

(4)

Fig 1.1. Vectorul a

In figura 1.1. este reprezentat vectorul a . Dreapta (A) se numeste dreapta suport (suportul)
vectorului & . Punctul O se numeste punctul de aplicatie (originea) vectorului @ iar punctul A

se numeste varful vectorului @ . Marimea vectorului a Se va nota cu a.

Un vector poate fi:

- liber — punctul de aplicatie al vectorului poate ocupa orice pozitic in spatiu, fara ca
rezultatele problemei studiate sa se modifice; cu alte cuvinte, in problema studiatd nu
intereseaza pozitia punctului de aplicatie al vectorului;

- alunecdtor — punctul de aplicatie al vectorului poate ocupa orice pozitie pe dreapta
suport a acestuia, fara ca rezultatele problemei studiate sd se modifice;

- legat — punctul de aplicatie ocupd o pozitie bine definita in spatiu; orice modificare a

acestei pozitii conduce la modificarea rezultatelor problemei studiate.
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In raport cu un sistem de referintd cartezian, expresia analitica a unui vector este:

a=ay+ayj+ak,

unde ay, ay, @, sunt proiectiile vectorului & pe axele unui sistem de referinta cartezian avand

versorii T, j si k . Se face precizarea ci un versor este un vector avand marimea egal cu 1.
1.1.2. Adunarea vectorilor

Fie doi vectori @ si b concurenti. Expresiile analitice ale acestor vectori sunt:

a=a,i+a,j+a,k b =b,i +byj+b,k

Rezultatul adunarii este tot un vector

|
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cu proprietatea ca

c, =a, +by cy =ay +hy c,=a,+Db,

Proprietati:

comutativitate: a+b =b +2a;

asociativitate: (@ +b)+c=2a+(b +¢);

element neutru: a+0=0+a=2a;

element invers: a + (-a) =0.

O alta modalitate de adunare a doi vectori concurenti este aplicarea regulii paralelogramului.

Aceasta modalitate va fi prezentatd intr-un modul ulterior.
1.1.3. Multiplicarea unui vector cu un scalar

Inmultirea unui vector @ cu un scalar 1 are ca rezultat un vector b , cu proprietatea:

b,=4a, b,=4a, b,=1a,

y y

Vectorul b are aceeasi orientare cu vectorul @ daci /A este pozitiv. Cei doi vectori au sensuri

opuse daca A este negativ.

Proprietati:
- comutativitate: Aa =aAl;

- asociativitate: A(na) =(An)a =n(1a);
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- distributivitate Tn raport cu adunarea vectorilor: A(a+b)=Aa+Ab ;

- distributivitate in raport cu adunarea: (1+mn)a =Aa+na.
1.2.4. Produs scalar

Fie doi vectori @ si b concurenti. Expresiile analitice ale acestor vectori sunt:

a=a,i+a,j+a,k b =b,i +byj+b,k

Produsul scalar al celor doi vectori a -b are ca rezultat un scalar:
a-b=21=a,b+ayby +a,b,
sau

a-b =abcos«(a,b)

Se observi cd pentru @ si b diferiti de zero, produsul lor scalar este egal cu zero daci cei doi
vectori sunt perpendiculari. Rezulta conditia de perpendicularitate a doi vectori nenuli:

a-b=0, a,bz0 = alb

Proprietati:
- comutativitate: a-b =b-a;
- distributivitate Tn raport cu adunarea vectorilor: a(b +¢) =ab +ac ;

- a.a=a’=[af’ =a’.

1.2.5. Produs vectorial

Fie doi vectori @ si b concurenti. Expresiile analitice ale acestor vectori sunt:

a=a,i+a,j+a,k b =b,i +byj+b,k

Produsul vectorial al celor doi vectori @xb este un vector, ¢, ale carui proiectii sunt date de
expresiile:

Cx =ayb, —a,by Cy =a,by —a,b, ¢, =ayby —ayb,

Din expresiile proiectiilor vectorului C se observa ca acesta poate fi exprimat sub forma:
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P] kK
c=axb=la, a, a,
b, b, b,

Vectorul € este un vector perpendicular pe planul format de vectorii @ si b , orientat astfel

incat triedrul ab¢ sa fie un triedru drept (daca sistemul de referintd utilizat este un sistem
drept de referinta).

Marimea vectorului € mai poate fi determinata in felul urmator:

¢ =absin Z(a,b)

Se observi ci pentru @ si b diferiti de zero, produsul lor vectorial este egal cu zero daci cei

doi vectori au aceeasi directie (sunt paraleli sau coliniari):
axb=0 ab#0 = a,b paraleli sau coliniari

Valoarea absoluta a produsul vectorial a doi vectori reprezinta aria paralelogramului avand ca

laturi cei doi vectori.

Proprietati:
- anticomutativitate: axb =—(b xa);

- distributivitate Tn raport adunarea vectorilor: ax (b +¢)=axb +axc.
1.1.6. Produs mixt

Fie trei vectori @, b si € coliniari. Expresia a-(b xC) se numeste produsul mixt al

vectorilor T, b si C. Rezultatul este un scalar, obtinut din dezvoltarea urmatorului

determinant:

ay ay
a-(bxc)=(ab,c)=b, by b,
X Cy C;

Valoarea absoluta a produsului mixt este egald cu volumul paralelipipedului construit pe cei

trei vectori.
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Proprietati:
- conditia necesard si suficientd ca trei vectori a, b si C si fie coplanari este ca
produsul lor mixt sa fie nul,

- (axb)-c=a-(bxc);

aa ab ac
- determinatul lui Gramm: (a,b,c)?> =|ba bb bc
ca cb cc

1.2.7. Produs dublu vectorial

Fie trei vectori @, b si ¢ coliniari. Expresia ax (b xC) se numeste produsul dublu al
vectorilor @, b si ¢ . Rezultatul este un vector, obtinut cu formula produsului dublu:

ax(bxt)=d =b(ac)-c(ab)

Proprietati:
- vectorul d este un vector situat Tn planul format de vectorii b si ¢

- ax(bxt)+bx(@Exa)+cx(@xh)=0.

1.2. Aplicatii

Fie vectorii @ =37 +5]j—6k si b =61 —2] +4k . Si se determine

expresia analiticd a vectorului C=a+b .

Rezolvare:

Proiectiile vectorului C pe axele sistemului de referinta se

Aplicatia rezolvati calculeaza astfel:

1 Cy=ay,+b, =3+6=9
y=ay+b,=5+(-2)=3
Cc,=a,+b, =(-6)+4=2

c

Expresia analitica a vectorului C este:

C=cyi+cyj+c,k =91 +3j+2k
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Aplicatia rezolvata

Aplicatia rezolvata
3

Aplicatia rezolvata

4

Se cunosc vectorii @ =2i +4j+5k si b =4i —7j+4k. Sunt cei
doi vectori perpendiculari?

Rezolvare:

Conditia de perpendicularitate a doi vectori este ca produsul scalar

al celor doi vectori sa fie zero.
a-b=ab=a,b,+ayb, +a,b, =2-4+4-(-7)+5-4=0

Rezulti ci vectorii @ si b sunt perpendiculari.

Se cunosc vectorii @a=2i+5j+6k si b=i-3j+2k. Si se
determine expresia analiticd a vectorului € =axb si s se arate ci

vectorul € este perpendicular pe planul format de vectorii a si b .

Rezolvare:
i

C=axb=2 5
1

=[5-2-6-(-3)]i +[-(2-2-6-1)]j +[2-(-3)-5-1]k =
=280 +2j-11k
Daca vectorul € este perpendicular pe planul format de vectorii &

si b, atunci el trebuie sa fie perpendicular pe fiecare vector in parte:
c-a=28-2+2-5+(-11)-6=0
C-b=281+2-(-3)+(-11)-2=0

Sd se arate ci vectorii a=2i +4j+6k, b =2 +3]+4k si
€ =3i +4]+5k sunt coplanari.
Rezolvare:

Conditia ca trei vectori sa fie coplanari este ca produsul lor mixt sa

fie egal cu zero:
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Fie vectorii @ =4i +9j+3ksi b =—7i —4]+2k . S se determine

expresia analiticd a vectorului C=a+b .

Raspuns: € =-3i +5]+5k

Se cunosc vectorii @ =31 +2j -3k si b =6i —3j+4k. Sunt cei

doi vectori perpendiculari?

Raspuns: Da

Se cunosc vectorii @ =4i —2j+6k si b =—6i +3j—9k . Sunt cei

doi vectori paraleli?

Raspuns: Da

Exercitiul 3
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