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3. Momentul fortei in raport cu un punct

Tn acest seminar se va determina momentul rezultant al unui sistem
de forte oarecare in raport cu originea unui sistem de referinta

cartezian. Cum la schimbarea punctului in raport cu care se

calculeaza momentul rezultant se poate alege alt sistem de referinta
cu originea in acel punct, practic se va arata modul de calcul al

Introducere ) > A
momentului rezultant al unui sistem de forte in raport cu un punct

seminar
oarecare.
Se vor rezolva doud aplicatii, una cu un sistem de forte paralele cu

axele sistemului de referintd si una cu un sistem de forte oarecare.

Dupa parcurgerea acestui seminar cursantul va sti:
- sd determine momentul unei forte In raport cu axele unui
sistem de referintd,

- sd determine momentul rezultant al sistemului de forte in

raport cu originea unui sistem de referinta;

Obiective seminar y . . : .
- sa reprezinte momentul rezultant al sistemului de forte in

raport cu originea unui sistem de referinta.
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\ 2ore
; Acest interval de timp presupune asimilarea notiunilor prezentate in

acest seminar si realizarea aplicatiilor.

Durata medie de

studiu individual

Notiunile necesare studiului acestui seminar sunt:

7 (@) - componenta unei forte pe directia unei axe (modul 2, pag. 4);

\ - momentul fortei in raport cu un punct (modul 3, pag. 2-4);

- momentul fortei in raport cu originea sistemului de referinta

Notiuni necesare cartezian (modul 3, pag. 5,6);

- momentul fortei in raport cu o axa (modul 3, pag. 6-8).

3.1. Aspecte teoretice

Se numeste moment al unei forte in raport cu un punct O produsul vectorial dintre vectorul ce

uneste punctul O cu punctul de aplicatie al fortei si forta (figura 3.1).

Fig. 3.1. Momentul fortei F in raport
cu punctul O

Fig. 3.2. Momentul fortei F in
raport cu axa (A)

unde u, este versorul axei (A).

MO=FXF

Marimea este:

My =r-F:sina=F:-(r-sina) =F-d

unde d este distanta de la punctul O la dreapta
suport a fortei si se numeste bratul fortei. Se
observi ca momentul fortei F in raport cu punctul
O este zero atunci cand bratul fortei d este zero,
adica atunci cand dreapta suport a fortei F trece

prin punctul O.

Momentul fortei F in raport cu o axd (A) este,
prin definitie (figura 3.2), proiectia pe axa (A) a
momentului fortei F calculat in raport cu un punct

oarecare de pe axa (A).

MA:MO'EA:(FXF)'aA,



Momentul fortei 1n raport cu un punct

Fie un sistem de forte oarecare F;.

Expresia momentului fortei F; Tn raport cu originea unui sistem de referintd cartezian OXxyz

este:

MOL' = Mxi -E+Myi iy +Mzi 'E
unde M,;, My; si M,; sunt momentele fortei F; in raport cu axele Ox, Oy, respectiv Oz.

Momentul rezultant al sistemului de forte oarecare in raport cu punctul O este suma vectoriala

a momentelor fortelor din sistem in raport cu punctul O:

Mo=YXMp;=M,-i+M,-j+M, -k
unde M,, M,, si M, sunt momentele rezultante ale sistemului de forte in raport cu axele OX,

Oy, respectiv Oz:

M, =¥ M, rMy =XM

yi M, = ZMzi

Marimea momentului rezultant in raport cu punctul O va fi:

My = /M2 + M2 + M?

iar directia acestuia va fi datd de cosinusii directori:

cosq = — cosﬁ—% cosy—&
My’ My’ M,
Din cele de mai sus rezulta cad pentru a determina momentul rezultant al unui sistem de forte

in raport cu originea unui sistem de referintd cartezian trebuie sd se determine momentele

fortelor in raport cu axele de coordonate.

Momentul unei forte n raport cu o axa prezinta doud caracteristici extrem de importante:

- momentul fortei F in raport cu o axa este zero daci dreapta suport a fortei este paraleld
cu axa sau intersecteaza axa respectiva,

- miarimea momentului fortei F fatdi de o axd este egali cu mirimea momentului
componentei fortei dintr-un plan normal pe axa, calculat in raport cu punctul in care

axa intersecteaza planul (figura 3.3):
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My = £|My(Fp)| = £|F x Fp|

Fig. 3.3.

Pentru determinarea semnului momentului fortei in raport cu o axd se va observa sensul de
rotatie produs de forta in jurul axei (figura 3.4). Daca observatorul priveste astfel incat axa sa-
1 intepe pieptul iar sensul de rotatie produs de forta in jurul axei este trigonometric, atunci

momentul fortei In raport cu axa respectivd are semnul ,,+”.

My are semnul ,,+” M, are semnul ,,-” F T
F
......... 2
Fig. 3.4.

Determinati si reprezentati momentul rezultant al sistemului de forte
oarecare din figura in raport cu originea sistemului de referinta

cartezian drept Oxyz.

Enunt general
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Etape de rezolvare

Etapele de rezolvare sunt:

se alege un sistem de referinta drept, cu originea in punctul
considerat, daca acesta nu este precizat;

se aluneca toate fortele In puncte convenabile (avand pozitia
usor de definit) si se descompun pe directiile axelor
sistemului de referinta;

se determind marimile tuturor acestor componente;

se determind momentele rezultante in raport cu axele
sistemului de referinta; pentru momentul rezultant in raport
cu o axa se determind momentele fortelor in raport cu
aceastd axa (utilizdnd regula de semn si cele doud
caracteristici enuntate la aspectele teoretice) si se sumeaza
algebric;

se scrie expresia analitici a momentului rezultant in raport
cu originea sistemului de referinta;

se determind marimea momentului rezultant Tn raport cu
originea sistemului de referinta;

se determina directia momentului rezultant in raport cu
originea sistemului de referinta (cosinusii directori ai
acestuia);

se reprezinta momentul rezultant Tn raport cu originea

sistemului de referinta.

APLICATIA 1

Fie sistemul de forte din figura 3.5.a. Cunoscand marimile fortelor

F,=3F,F, =4F ,F; =2F ,F, =5F ,Fs =F ,F; = 6F, si se

determine si sa se reprezinte momentul rezultant al acestui sistem de

forte in raport cu punctul O.
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Fig. 3.5

Rezolvare:

In aceasta aplicatie fortele din sistemul considerat sunt dispuse pe laturile unui paralelipiped
(figura 3.5.a). Se vor nota laturile paralelipipedului cu indicii axelor cu care sunt paralele (l,,

L, sirespectiv [, - figura 3.5.b).

Etape de rezolvare:

1) Alegerea sistemului de referinta.
Sistemul de referinta este indicat prin enunt.

2) Alunecarea fortelor in puncte convenabile si descompunerea acestora pe directiile axelor

sistemului de referinta.

Tn aceasti aplicatie, deoarece fortele sunt paralele cu axele de coordonate, nu este necesara
alunecarea lor. Descompunerea acestor forte este simpla, dat fiind faptul cé o forta paralela cu
0 axd nu are componentd decat pe directia acelei axe. Rezultd sistemul de forte din figura

3.5.b.
3) Determinarea marimilor componentelor fortelor pe axele sistemului de referinta.

Cum fortele sunt paralele cu axele de coordonate, marimile componentelor nenule pe directia

axelor sunt egale cu marimile fortelor. Astfel:
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- pentru forta Fy: X, = F, =3F ,Y;, =0 ,Z, =0 ;
- pentruforta F,: X, =0 ,Y, =F, =4F ,Z, =0 ;
- pentru forta F3: X3 =0 ,Y; =0 ,Z; = F; = 2F;
- pentru forta F,: X, =0,Y, =0 ,Z, =F, = 5F ;
- pentruforta Fs: X = Fs =F ,Y: =0 ,Z: =0 ;

- pentruforta Fg: X =0 ,Y, =F,=6F ,Z, =0 ;

4) Determinarea momentelor rezultante in raport cu axele sistemului de referinta.
Se va explica determinarea momentului rezultant in raport cu axa Ox:

Inainte de a incepe efectiv calculul acestuia, se observa ca fortele X; si X5 sunt paralele cu axa
Ox iar dreptele suport ale fortelor Z, si Y intersecteazi aceastd axi. Rezultd ci momentele

acestor forte in raport cu axa Ox sunt nule.

Pentru determinarea momentelor celor doud forte rimase (Y, si Z;) observatorul se va

pozitiona astfel incat axa OX sa 11 ,,intepe” pieptul (figura 3.5.b).

Forta ¥, se afld intr-un plan paralel cu planul yOz (plan perpendicular pe axa Ox). Mirimea
momentului fortei ¥, Tn raport cu axa OX este egald cu mirimea momentului fortei ¥, in raport
cu punctul A (punctul in care axa Ox intersecteazi planul fortei Y, - figura 3.5.b). Mirimea
momentului fortei ¥, in raport cu punctul A este egald cu produsul dintre mirimea fortei Y, si
mirimea bratului acesteia care este chiar distanta de la dreapta suport a fortei Y, la axa Ox,

notata cu L.

Obs. Pentru identificarea corectd a acestor distante, in acest exemplu, se vor folosi culori

diferite pentru cele 4 laturi ale paralelipipedului notate identic.

Semnul se determind observand sensul de rotatie produs de forta Y, in jurul axei Ox. Din
figura 3.5.b acest sens de rotatie este trigonometric (antiorar), deci semnul momentului fortei

Y, in raport cu axa Ox este ,,+”.

Pentru forta Z; marimea momentului in raport cu axa OX este produsul dintre marimea fortei

75 si mirimea distantei de la dreapta suport a fortei Z; la axa OX, notati cu L.
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Sensul de rotatie al fortei Z3 Tn raport cu axa Ox este orar, deci semnul momentului fortei Z

n raport cu axa Ox este ,,-”.
Se poate determina momentul rezultant in raport cu axa Ox:
My =+Y, -1, —Z5-l, = +4F - 4a — 2F - 3a = 10aF

Pentru determinarea momentului rezultant in raport cu axa Oy observatorul se pozitioneaza
astfel incat axa Oy sa ii ,,intepe” pieptul. Fortele pentru care momentul in raport cu axa Oy

este nul sunt: Y, , Y, (paralele cu axa Oy) si Xz (dreapta sa suport intersecteazi axa Oy).
Se poate scrie:
M, = —X, -1, + 751, —Z,-l, = —3F - 4a + 2F - 2a — 5F - 2a = —18aF

y

Pentru determinarea momentului rezultant in raport cu axa Oz observatorul se pozitioneaza
astfel incat axa Oz sa ii ,,intepe” pieptul. Fortele pentru care momentul in raport cu axa Oz

este nul sunt: Z5 si Z, (paralele cu axa Oz).
Se poate scrie:

M, = +X; L, — Yy -l — X5 - L, + Yg - L, = +3F - 3a — 4F - 2a — F - 3a + 6F - 2a
= 10aF

5. Expresia analiticd a momentului rezultant in raport cu originea sistemului de referinta:
JHEM, -k
M, = 10aF -i—18aF -j + 10aF - k

6. Marimea momentului rezultant in raport cu originea sistemului de referinta:

MO:\/M,%+M§+MZ2

M, = /(10aF)2 + (—18aF)2 + (10aF)? = 22,89aF

7. Directia momentului rezultant in raport cu originea sistemului de referinta:
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cosa = — cos,[i’:ﬂ cosy:&
0] ’ MO ’ MO
__10aF o _ 18 _ _10aF oo
COS@ =5 ooqr ~ 0437, cosp=ooag p = 0786, cosy =ooagar = O

8. Reprezentarea momentului rezultant in raport cu originea sistemului de referinta:

z

p
-\ y
O

Fig. 3.6

APLICATIA 2

Fie sistemul de forte din figura 3.7.a. Cunoscand marimile fortelor
F, = 5V2F ,F, = 2v/34F ,F; = 3F, si se determine si si se
reprezinte momentul rezultant al acestui sistem de forte in raport cu

Enunt punctul O.

4da
3a

F.
5a \ 2
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5a =1,
O y
3a =1,
X Z_3
Fig. 3.8

Rezolvare:

Etape de rezolvare:

1) Alegerea sistemului de referinta.
Sistemul de referinta este indicat prin enunt.

2) Alunecarea fortelor in puncte convenabile si descompunerea acestora pe directiile axelor

sistemului de referinta.

Tn figura 3.8 s-au evidentiat componentele fortelor pe directiile axelor de coordonate.
3) Determinarea marimilor componentelor fortelor pe axele sistemului de referinta.
Forta F;:

- marimea diagonalei paralelipipedului este:

dy = [I2+12+12=./(Ba)?+ (4a)? + (5a)% = 5V2a

- mirimile componentelor fortei F; pe directiile axelor de coordonate sunt:
3a

L
X, =F = SﬁF'sﬁa:

= 3F
dq

10
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Y:F- Y = 5V2F -
1 1 1 5\/_61

Z:F- = = 5V2F -
1 1 1 5\/_61

= 4F

= 5F

Forta F,:

- marimea diagonalei fetei paralelipipedului paralela cu planul xOz este:

d, =\/I12+12 = /(3a)? + (5a)? = V34a

- marimile componentelor fortei F, pe directiile axelor de coordonate sunt:

Xy=F- = 2V/34F - — 6F
2 \/34a
Y2 = 0
L, 5a
7, =F, -2 = 2/34F - = 10F
2702 d, V34a

Forta Fj:

- mirimile componentelor fortei F5 pe directiile axelor de coordonate sunt:

X3=O
Y3:F3:3F
Z3:O

4) Determinarea momentelor rezultante in raport cu axele sistemului de referinta.
M, ==Y, -1, —Z, -1, = —4F - 5a — 10F - 4a = —60aF

Obs.

Momentele in raport cu axa Ox sunt nule pentru fortele X, si X, (paralele cu Ox) respectiv Z,

si Z5 (dreptele lor suport intersecteazi axa OX).

My:_Xl'lZ+Zl'lx+X2'lZ:F1'0+X2'lZ:+6F'5a:30aF
Obs.

Dreapta suport a fortei F; intersecteazi axa Oy, deci momentul acestei forte in raport cu axa

Oy este nul (acest lucru este pus in evidenta prin expresia F; - 0).

11
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Momentele in raport cu axa Oy sunt nule pentru fortele Y; si Y5 (paralele cu Oy) respectiv Z,

(dreapta suport intersecteaza axa Oy).

M,=+Y, 1, —X,-l,— Y-l = +4F - 3a — 6F - 4a — 3F - 3a = —21aF

y

Obs.

Momentele in raport cu axa Oz sunt nule pentru fortele Z, si Z, (paralele cu Oz) respectiv X,

(dreapta suport intersecteaza axa 0z).

5. Expresia analiticd a momentului rezultant in raport cu originea sistemului de referinta:
My=M,-i+M,-j+M, -k

M, = —60aF - i+ 30aF -j — 21aF - k

6. Marimea momentului rezultant in raport cu originea sistemului de referinta:

MO:\/M,%+M§+MZ2

M, = \/(—6OaF)2 + (30aF)? 4+ (—21aF)? = 70,29aF

7. Directia momentului rezultant 1n raport cu originea sistemului de referinta:

cosa = —, cosﬁz%, cosy:%
o o o
—60aF 30aF —21aF
cosa = m = —0854, COSIB = m = 0,427, CoSYy = m = —0,298

8. Reprezentarea momentului rezultant in raport cu originea sistemului de referinta:

Fig. 3.9

12
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Prezentarea

rezultatelor si

modul de evaluare

Cursantul trebuie sa prezinte urmatoarele note de calcul si rezultate:

- figurd cu descompunerea sistemului de forte — 1p;

- relatiile de determinare ale marimilor componentelor fortelor
si marimile rezultate din calcul — 1p;

- calculul detaliat al momentelor rezultante in raport cu axele
sistemului de referinta — 3p;

- scrierea expresiei analitice a momentului rezultant in raport
cu punctul O — 1p;

- determinarea marimii momentului rezultant in raport cu
punctul O — 1p;

- determinarea directiei momentului rezultant Tn raport cu
punctul O (cosinusii directori) — 1p;

- reprezentarea momentului rezultant in raport cu punctul O —

1p.
La cele 9 puncte se adauga 1 punct din oficiu.

Cursantul indeplineste obiectivele acestui seminar dacd obtine in

urma evaluarii 5 puncte.

Cursantul care obtine rezultate eronate intr-o etapd nu mai

cumuleaza puncte din etapele ulterioare.
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