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4. Reducerea sistemelor de forte intr-un punct

Tn acest seminar se va determina sistemul echivalent cel mai simplu

pentru un sistem de forte oarecare.

Pentru aceasta este necesara determinarea efectului sistemului de

)

Introducere de referintd considerat) s1 incadrarea sistemului de forte intr-un caz

forte in raport cu un punct oarecare (de exemplu originea sistemului

seminar de reducere.

Dupa parcurgerea acestui seminar cursantul va sti:
- sd determine efectul unui sistem de forte intr-un punct;
- sa incadreze un sistem de forte intr-un caz de reducere;

- sa determine si sd reprezinte sistemul echivalent cel mai

s . simplu pentru un sistem de forte oarecare.
Obiective seminar ’

2 ore

Acest interval de timp presupune asimilarea notiunilor prezentate in

acest seminar si realizarea aplicatiilor.
Durata medie de

studiu individual
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Cunostintele necesare studiului acestui seminar sunt:

7 (@) - determinarea rezultantei unui sistem de forte (seminar 2) ;
\ - determinarea momentului rezultant al unui sistem de forte in
raport cu un punct (seminar 3);
Cunostinte - invariantii sistemelor de forte (modul 4, pag 5-7)
necesare - notiunea de torsor al sistemului de forte in raport cu un punct

(modul 4, pag. 3,4);
- cazurile de reducere ale sistemelor de forte oarecare (modul

4, pag. 8-10).
4.1. Aspecte teoretice
Fie sistemul de forte F;.

Efectul sistemului de forte F; intr-un punct oarecare O se numeste torsorul sistemului de forte
in raport cu punctul O si este ansamblul alcituit din rezultanta sistemului de forte, R, si

momentul rezultant al sistemului de forte in raport cu punctul O, M,:

R=X-T+Y-J+Z-k
To(fi)
Mo =M, -T+M,-J+M, k

Tn modulul 4 (pag. 6) se observd ci proiectia momentului rezultant in raport cu un punct
oarecare pe directia rezultantei este un invariant, adicd marimea momentului rezultant este
minima (in valoare absolutd) atunci cand acesta este paralel cu directia rezultantei. Se poate
introduce notiunea de torsor minim, ca ansamblul alcatuit din rezultanta sistemului de forte

(de asemenea un invariant al sistemelor de forte) si momentul minim:

R=X-T+Y-J+Z-k

Tmin (FL) .
— R-M,

Monin = " Upg

unde cu i s-a notat versorul rezultantei.
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Locul geometric al punctelor in care momentul rezultant este minim (sau locul geometric al
punctelor in care momentul rezultant este paralel cu rezultanta) este o dreaptd ce se numeste

axa centrald (A.C.). Ecuatiile axei centrale sunt:

My —-yZ+2z¥Y My,—zX+xZ M,—xY+yX
X B Y B Z

unde:
- M,, M, si M, sunt proiectiile momentului rezultant in raport cu un punct oarecare O
pe axele de coordonate;
- X, Y s1Z sunt proiectiile rezultantei pe axele de coordonate;
- x,y si z sunt coordonatele punctelor axei centrale intr-un sistem de referinta cartezian

ce are originea n punctul considerat (punctul O).

In functie de valorile elementelor torsorului unui sistem de forte in raport cu un punct
oarecare O, sistemele de forte se incadreazd in categorii denumite cazuri de reducere. Pentru

sistemele de forte oarecare cazurile de reducere sunt:

1)R=0,M, = 0. Sistemul de forte este in echilibru (acesta este sistemul echivalent cel mai

simplu);

2)R=0, M, # 0. Sistemul de forte este echivalent cu un cuplu de forte avand momentul

egal cu M, (acesta este sistemul echivalent cel mai simplu);

3)R+0,M, = 0. Sistemul de forte se reduce la o rezultanta unici ce trece prin punctul O
(aceasta este sistemul echivalent cel mai simplu). Locul geometric al punctelor in care

obtinem aceasta rezultanta unica este dreapta suport a rezultantei ce trece prin punctul O.
4)R+0,M, # 0. Se disting doua situatii:

a) R - M, = 0. Sistemul echivalent cel mai simplu este o rezultanti unica ce nu trece
prin punctul O. Dreapta suport a acestei rezultante unice este axa centrala, a carei pozitie se

determinad utilizand ecuatiile axei centrale.

b) R - M, # 0. Sistemul de forte se reduce la o dinama. Tn acest caz, momentul minim

este diferit de zero (avand directia paralela cu directia rezultantei) si va trebui determinat.



Reducerea sistemelor de forte intr-un punct

Locul geometric al punctelor de moment minim este axa centrald, a carei pozitie se determina

cu ajutorul ecuatiilor axei centrale.

4.2. Aplicatii rezolvate

Etape de rezolvare

Sa se determine sistemul echivalent cel mai simplu pentru sistemul

de forte din figura.

Etapele de rezolvare sunt:

se alege un sistem de referinta cartezian drept, daca acesta
nu este precizat;

se aluneca toate fortele In puncte convenabile (avand pozitia
usor de definit) si se descompun pe directiile axelor
sistemului de referinta;

se determind marimile tuturor acestor componente;

se determinad rezultanta sistemului de forte;

se determina momentul rezultant in raport cu originea
sistemului de referinta,

se scrie expresia torsorului sistemului de forte in raport cu
originea sistemului de referinta;

se incadreaza sistemul de forte intr-un caz de reducere;

se determina sistemul echivalent cel mai simplu;

se reprezinta sistemul echivalent cel mai simplu.

APLICATIA 1

Fie sistemul de forte din figura 4.1.a. Cunoscand marimile fortelor

F;, =V29F ,F, = 10F ,F; = 7F, sa se determine si sd se reprezinte

sistemul echivalent cel mai simplu.
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Rezolvare:
Etape de rezolvare:
1) Alegerea sistemului de referinta.

Sistemul de referintad este indicat prin enunt.
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2) Alunecarea fortelor in puncte convenabile §i descompunerea acestora pe directiile axelor

sistemului de referinta.

Tn figura 4.3 s-au evidentiat componentele fortelor pe directiile axelor de coordonate.
3) Determinarea marimilor componentelor fortelor pe axele sistemului de referinta.
Forta F;:

- marimea diagonalei paralelipipedului este:

dy = |12+ 12 +12=/(2a)?+ (3a)? + (4a)2 = V29a

- mirimile componentelor fortei F; pe directiile axelor de coordonate sunt:

l 2a
X1:F1-d—xl:\/29F-ma:2F

l 3a
Y1:F1-d—3;:\/29F-\/§9a:3F

l 4a
Zl=F1-d—zl=\/29F-ma=4F

Forta F,:

- marimea diagonalei fetei paralelipipedului paralela cu planul yOz este:

d, = [I2+12 =/(3a)®+ (4a)? = 5a

- mirimile componentelor fortei F, pe directiile axelor de coordonate sunt:

X, =0
Yzze-l—yZIOF-B—a:6F
d, 5a
ZZ:FZ-I—ZZIOF-4—a:8F
d, 5a

Forta F;:

- mirimile componentelor fortei F5 pe directiile axelor de coordonate sunt:
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X3:F3:7F
Y3:0
Z3:0

4) Determinarea rezultantei sistemului de forte.

R=X-T+Y-J+Z-k

X=YX,=X,— Xy =2F —7F = —5F
Y=YY,=-Y,-Y, = —3F —6F = —9F
7=%7,=-7,+Z7Z,=—A4F +8F = 4F

R=-5F-T—9F -J+4F -k
R=+X2+Y2+72=./(=5F)2 + (=9F)% + (4F)2 = 11,05F

5) Determinarea momentului rezultant in raport cu originea sistemului de referinta.

M, =F, -0+Z,-1,=0+8F -3a = 24aF
My =X, -1, —Zy L, — X5+ 1, = +2F - 4a — 8F - 2a — 7F - 4a = —36aF
M, = —X; -1, — Y, -1, = —2F - 3a — 6F - 2a = —18aF

M, = 24aF -i —36aF -j — 18aF - k

M, = /(24aF)? + (—36aF)? + (—18aF)? = 46,86aF
6) Torsorul sistemului de forte in raport cu originea sistemului de referinta este:

R=-5F-T—9F-J+4F - k
7o(F:)

M, = 24aF -i —36aF - j — 18aF - k
7) Incadrarea sistemului de forte intr-un caz de reducere.

Se observi ci rezultanta si momentul rezultant in raport cu punctul O sunt diferite de zero. In

aceastd situatie trebuie verificat dacd cei doi vectori sunt ortogonali:

R-M, = (—5F) - (24aF) + (=9F) - (—36aF) + (4F) - (—18aF) = 132aF? # 0
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Rezulta ca sistemul de forte se reduce la o dinama (cazul 4b).

8) Determinarea sistemului echivalent cel mai simplu.

Sistemul echivalent cel mai simplu este torsorul minim.

Se determina proiectia momentului minim pe directia rezultantei:

R-M, _ 132aF?
R 11,05F

Mmin = = 11,95aF

Deorece proiectia momentului minim pe directia rezultantei are semnul ,,+” rezulta ca

momentul minim si rezultanta au acelasi sens.

Expresia torsorului minim este:

R=-5F-T—9F -J+4F -k
Tmin(Fi)
M, = 11,95aF - T,

Locul geometric al punctelor de torsor minim este axa centrala. Ecuatiile axei centrale sunt:

My—-yZ+z¥Y My,—zX+xZ M,—xY+yX
X n Y - Z

24aF —4F -y + (-9F) -z —36aF — (=5F) -z +4F -x
—5F - —9F -
—18aF — (=9F) - x + (=5F) -y
- 4F

Ecuatiile axei centrale se pot scrie sub forma:

{20-x+36-y+106-Z:396a
45-x—41-y—36-z = —6a

Pentru reprezentarea axei centrale se poate proceda in doua moduri:

- se determina pozitiile a doud puncte ale axei centrale (de exemplu intersectiile axei cu
doud plane de coordonate);
- se determina pozitia unui singur punct al axei centrale si se construieste paralela prin

acest punct la directia rezultantei.
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Se va alege a doua varianta.

Se determina intersectia axei centrale cu planul yOz (x = 0). Ecuatiile devin:

{36-y+106-z:396a
—41-y—36-z=—-6a

Se rezolva sistemul de doud ecuatii cu doud necunoscute si rezultd pozitia punctului de
intersectie al axei centrale cu planul yOz:
A(0; -4,47a; 5,25a)

9) Reprezentarea sistemului echivalent cel mai simplu.

Fig. 4.3

Torsorul minim se reprezinta intr-un punct oarecare al axei centrale.

Se observa ca pentru reprezentarea sistemului echivalent cel mai simplu s-au utilizat trei scari
diferite pentru cele trei tipuri de elemente ce apar in figura 4.3 (coordonata, forta si momentul
fortei).
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Prezentarea

rezultatelor si

modul de evaluare

Cursantul trebuie sa prezinte urmatoarele:

- figurd cu descompunerea sistemului de forte — 1p;

- determinarea marimilor componentelor fortelor pe directiile
axelor de coordonate — 1p;

- determinarea rezultantei sistemului de forte — 1p;

- determinarea momentului rezultant in raport cu originea
sistemului de referinta — 2p;

- scrierea torsorului sistemului de forte in raport cu originea
sistemului de referinta — 1p;

- identificarea cazului de reducere — 1p;

- determinarea sistemului echivalent cel mai simplu — 1p;

- reprezentarea sistemului echivalent cel mai simplu — 1p.
La cele 9 puncte se adauga 1 punct din oficiu.

Cursantul indeplineste obiectivele acestui seminar daca obtine in

urma evaluarii 5 puncte.

Cursantul care obtine rezultate eronate intr-o etapd nu mai

cumuleaza puncte din etapele ulterioare.

10



