Utilizarea principiului lui D’ Alembert

2R, 6M

Sistemul de corpuri din figura se misca in plan R, 2M L
vertical sub actiunea greutatilor proprii, fiind initial in
repaus. Cunoscand ca firele sunt ideale, raman verticale tot ::
timpul miscarii §i nu exista lunecare intre fire si discuri sa ::
se determine acceleratia punctului P si tensiunile din fire. /
P(M) H

REZOLVARE

1. Determinarea numarului gradelor de libertate si alegerea parametrilor cinematici

scalari independenti ce definesc miscarea
Determinarea numarului gradelor de libertate se poate face in doud moduri:
a) Se aplica formula:

N

=3 Ne+ 2Ny — (3 N+ 2 Nog + 1+ Ny + N,.), unde

N¢ este numarul de corpuri, Npy este numarul punctelor materiale, N; este numarul incastrarilor,
Nas este numarul articulatiilor simple, Ny este numarul reazemelor simple si N, este numarul
restrictiilor de naturd geometrica. Sistemul de corpuri este alcdtuit din doud corpuri (scripetele
fix cu centrul in O si scripetele mobil cu centrul in C) si un punct material (punctul P). Sistemul
de corpuri are ca legaturi o articulatie simpla (in punctul O) si trei legaturi simple (firele). Din
conditia ca firele sd ramand verticale tot timpul miscarii rezultd doua restrictii: punctul P si

scripetele mobil nu se pot misca pe directie orizontald. Astfel:
Ny=3-2+2-1-(3-0+2-1+1-3+2)=1

b) Se introduc legéturi simple pana cand sistemul de corpuri este imobilizat. Numéarul gradelor
de libertate va fi egal cu numarul legaturilor simple introduse pentru imobilizarea sistemului de

corpuri.



Introducem o legatura simpld ce suprima rotatia scripetelui fix. Deoarece nu exista lunecare intre
fire si disc, acestea nu isi pot modifica lungimea. Rezulta ca punctul P nu se poate deplasa pe
verticalda. Cum firul ramane vertical tot timpul miscarii, punctul P nu se poate deplasa nici pe
orizontald, deci punctul P este fix. Scripetele mobil nu se poate translata nici pe orizontala (firele
raman verticale) dar nici pe verticala (firul nu-si modifica lungimea). Miscarea de rotatie nu este
posibild deoarece nu exista lunecare intre disc si fir, deci si scripetele mobil este fixat. Rezulta ca
sistemul de corpuri are un singur grad de libertate (acesta a fost imobilizat prin introducerea unei

singure legdturi simple).
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Deoarece sistemul de corpuri are un grad de
libertate, avem nevoie de un singur parametru cinematic
scalar pentru a defini miscarea sistemului de corpuri.
Alegem acest parametru rotirea scripetelui fix Tn raport
cu pozitia sa initiala, 8 = 6(t) (figura 1). Sensul acestui

parametru este ales arbitrar (presupunem aici sensul de

rotatie al scripetelui fix antiorar). Elementele miscarii
tuturor corpurilor si punctelor materiale vor fi exprimate

in functie de acest parametru.

2. Studiul cinematic

Se exprimd in functie de parametrul ales elementele miscarii fiecarui corp si punct

material in parte. In problema plana ne intereseaza:

- acceleratia unui punct material;

- acceleratia unui punct oarecare al unui corp ce efectueaza miscare de translatie;

- acceleratia unghiulard a unui corp ce efectueaza miscare de rotatie;

- acceleratia unghiulard si acceleratia centrului de masa pentru un corp ce efectueaza

miscare plan paralela.

Tncepem studiul cinematic cu scripetele fix (discul cu centrul in O) deoarece parametrul
ales caracterizeaza in mod direct migcarea acestuia. Scripetele fix efectueaza o miscare de rotatie
in jurul lui O. Viteza unghiulard a acestuia se determina derivand o data in raport cu timpul

parametrul cinematic unghiular 6. Directia vitezei unghiulare @, (indicele O arata ca este vorba



despre viteza unghiulara a discului cu centrul in O) este perpendiculard pe planul miscarii, iar
sensul reprezentarii acesteia este acelasi cu sensul de variatie al parametrului ¢, deoarece prin

derivare semnul nu se modifica:
(Uo = 6

Acceleratia unghiulard a scripetelui fix, &,, se determina derivand o data in raport cu
timpul viteza unghiulard @,. Directia acesteia este perpendiculard pe planul miscarii, iar sensul

este acelasi cu sensul vitezei unghiulare (prin derivare semnul nu se modificd):
80 = 0:)0 = é
Rezultatele se reprezinta pe schema cinematica (fig. 2.a).

Miscarea se va transmite de la scripetele fix catre punctul material P si scripetele mobil
(discul cu centrul in C) prin intermediul firelor. Se noteaza punctele de tangenta ale firelor cu
discurile cu A, B respectiv D (fig. 2.b). Deoarece nu exista lunecare intre discuri si fire, in aceste
puncte de tangenta vitezele discurilor si firelor sunt identice. Deoarece firele sunt inextensibile si

raman verticale tot timpul miscarii vitezele punctelor de pe un fir sunt vectori echipolenti.

Punctul material P are o miscare rectilinie pe verticala, iar viteza lui este egald cu viteza

punctului A. Viteza punctului A se determina din miscarea scripetelui fix:
v, = 0A-w, = 2R6
Rezulta: vp = 2RO

Deoarece punctul P are o miscare rectilinie, acceleratia sa va avea directia vitezei, iar

marimea acesteia este derivata de ordinul unu in raport cu timpul a marimii vitezei:
ap = f]P = 2R9

Deoarece in urma derivarii semnul nu se modificd, sensul acceleratiei punctului P este

acelasi cu sensul vitezei sale (fig. 2.b)



Fig. 2

Scripetele mobil efectueaza o miscare plan paralela. Centrul instantaneu de rotatie I este
¢/ reprezentat in fig. 3 (scripetele mobil se rostogoleste

fara sa alunece pe acel fir).

Viteza punctului D este egala cu viteza punctului B

(puncte aflate pe acelasi fir). Viteza punctului B este:

vy = OB -w, = RO

Up - 5. — R
- hvc Rezulta: vp = RO
P D{=“l |
C In miscarea plan paralela distributia de viteze la un
Up = Wc :& moment dat se realizeaza ca si cand la acel moment
P -
€

de timp corpul de roteste 1n jurul centrului

Fig. 3 instantaneu de rotatie. Se poate scrie:
Up = ID - We
Rezultd viteza unghiulard a discului cu centrul in C:

v, RO 1.

@cTIDT 2R 2



Acceleratia unghiulara a acestui disc este:

1,
SC:U)CZEG

Viteza centrului de masa C este:
Ic R-20=1pe
’U == . w — o —_ —_ —
C c 2 2
Deoarece punctul C are o miscare rectilinie (verticald):
a. = ¢ ==RO
c c 2
In fig. 3 sunt reprezentate viteza unghiulara si acceleratia unghiulara ale scripetelui mobil
precum si viteza si acceleratia centrului de masa al acestuia.

3. Determinarea elementelor torsorului de inertie

Pentru un punct material forta de inertie are expresia:

unde m este masa punctului iar @ este acceleratia punctului; semnul minus pune in

evidenta faptul ca forta de inertie are sens opus acceleratiei punctului.

Pentru un solid rigid, in problema plana, expresia torsorului de inertie in raport cu centrul

de masa C este:

Fin:_m'ac

Cinc = _]C 3

7'-C(Fin) = {

unde F;, este forta de inertie a solidului rigid, m este masa solidului rigid, @, este
acceleratia centrului de masa al solidului rigid, C_l-nc este cuplul de inertie al solidului in raport
cu centrul sau de masa, /. este momentul de inertie mecanic al solidului in raport cu centrul sdu
de masd iar £ este acceleratia unghiulard a solidului; semnul minus pune in evidenta faptul ca
forta de inertie are sens opus acceleratiei centrului de masa al solidului iar cuplul de inertie are

sens opus acceleratiei unghiulare a solidului.



Pentru punctul material P se va determina marimea fortei de inertie:
Fin, =M -ap =M -2R0 = 2MRO

Pentru scripetele fix se vor determina marimile elementelor torsorului de inertie in raport

cu punctul O. Forta de inertie este:
Fin, =8M-ay, =8M -0 =0

Pentru determinarea marimii cuplului de inertie in raport cu punctul O trebuie determinat

momentul de inertie al scripetelui fix in raport cu punctul O.
Observatii:

- momentul de inertie al unui disc de masa M si raza R in raport cu centrul sau (notat
f 1
cu A) are expresia: /o = M - R?;
- deoarece scripetele fix este alcatuit din doud discuri suprapuse, momentul sdu de

inertie va fi suma momentelor de inertie ale celor doua discuri.

Momentul de inertie al scripetelui fix in raport cu punctul O este:

1 1
Jo=75+2M-R*+5-6M-(2R)* = 13MR*

Cuplul de inertie al scripetelui fix in raport cu punctul O este:

Cing =Jo * €0 = 13MR26

Pentru scripetele mobil se vor determina marimile elementelor torsorului de inertie in

raport cu punctul C. Forta de inertie este:

1 . 3 .
=3M-a, =3M--RO =-MRO

Fi 2 2

nc

Momentul de inertie al scripetelui mobil in raport cu centrul sau de masa este:

—Lsmore = 2upe



Cuplul de inertie al scripetelui mobil in raport cu centrul sdu de masa C este:

Cine =Jc " &c

4. Schema fortelor
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Fig. 4

=2 MRz .26 = MR
2 27 4

Se izoleaza corpurile i punctele materiale
din sistem §i se incarcd fiecare cu fortele active
(reprezentate cu culoare albastrd), cu fortele de
legatura din legaturile suprimate (verde) si cu
torsorul fortelor de inertie in centrul de masa

(rosu). Schema fortelor este reprezentata in figura

5. Scrierea ecuatiilor de echilibru dinamic

Se vor scrie trei ecuatii de echilibru dinamic independente pentru fiecare corp si doud

ecuatii de echilibru independente pentru fiecare punct material.

Observatie: Ecuatiile de momente se vor scrie fie in raport cu centrul de masa al corpului

respectiv, fie In raport cu puncte fixe.

Pentru punctul material P:

YX;=0: 0=0

XY, =0: T, +Fp,,—Mg=0 (1)



Pentru scripetele fix:
>X;=0: Hy, =0 (2
XY, =0: V,—-T,—T,—8Mg =0 (3)
XMy =0: Cp,—Ti-2R+T,-R=0 (4)
Pentru scripetele mobil:
XX;=0: 0=0
XY, =0: T, +T;-3Mg—F;,, =0 (5)
XMc=0: Cp,—T,-R+T3-R=0  (6)
6. Rezolvarea sistemului ecuatiilor de echilibru dinamic

Ecuatiille de echilibru dinamic sunt ecuatii diferentiale de ordinul al doilea.
Necunoscutele sunt atit reactiunile dinamice (aici V,, Hy, T, T, si T3) cat si parametrii

cinematici ce definesc miscarea (aici 6). Se vor exprima reactiunile dinamice in functie de
parametrii cinematici (se alcatuieste astfel subsistemul ecuatiilor diferentiale pentru determinarea
reactiunilor dinamice). Reactiunile dinamice se vor inlocui in ultimele ecuatii rdmase rezultand
ecuatiile diferentiale ale miscarii (acestea contin doar parametrii cinematici). Se rezolva
subsistemul ecuatiilor diferentiale ale miscarii iar cu rezultatele obtinute se rezolva reactiunile

dinamice cautate si se studiaza miscarea sistemului mecanic.
Din(2): Hy, =0
Din(1): Ty = —Fy, + Mg = T, = Mg — 2MR0
Din(4): T,-R=T,-2R—C;,, = T,-R=2R-(Mg— 2MRO) — 13MR?§
T, = 2Mg — 17MR6

Din(3): Vo =T, +T,+8Mg = V,= Mg—2MR6 +2Mg — 17MR6 + 8Mg

V, =11Mg — 19MRé@



Din(6): Ts*R=T,-R—Cpn. = Ts-R=R-(2Mg— 17MRE) —ZMRZB
71 N
T; =2Mg — ZMRH
Inlocuind in ecuatia (5) se obtine ecuatia diferentiald a miscarii:

. 71 3
2Mg — 17MR{ +2Mg — —-MRE — 3Mg — - MR{ = 0

145 145
Mg———MRI =0 = ——MRf=Mg
. 4 g
0=145R

Deoarece semnul lui 6 este plus, sensul miscarii sistemului de corpuri ales initial este cel

real.

Acceleratia punctului P este:

ap = 2R0O =mg

Tensiunile din fire sunt:

T, =M 2MR6 = 137M

T, =2M 17MR6 = 222M

71 . 219
T3 = ZMQ—TMRB :mMg



